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@ EN VRAC

‘T ~‘ Soient a, 3,x € R. Etudier la limite des suites de terme

.~ général :
shn
1 S — b) vn2+n—vn2—n.
) ® a) N ) n2+n—+vn2—n
c) Ver+2n—yen+1.
L\/HJ 1+ 2sinn n!
R
n® 1\"
2 O®a b (1+;).
= 1 S
3) OO a) ;ﬁ b) Zm
- 1 k! 1
) LErr kZ—. —sz

\2\

‘3‘(5@

hmu—

n—-+00 n—+00

lim v, =1.

1) Montrer que la suite (

n

n k=1

)

2

converge.

neN*

2) On pose H, = Z X pour tout n € N*.
k=1

a) Montrer que pour toutn € N*:
b) En déduire lim H,.
n—+00

H,,—H,=

‘4‘ @@ On pose pour tout n € N :

2) En déduire lim u,.
n—+0o

(5) ©OC

1
a) Montrer que la suite (I,,),cyn converge.
b) Montrer que I,,; = e —(n+ 1) I, pour tout

2) On

a) Exprimer unJr1 en fonction de u, pourtoutn € N.

u,

1) Montrer que la suite ((n +1u? )

1 (2n
22n

converge

1) Onpose I, =

e

n € N. En déduire lim I,.

n—+oo

pose u,, =

(=1)"1,

k
b) En déduire Z = 1).

‘ ‘ ®® Soit (u,),ey une suite réelle de limite £ € R.

pour tout n € N.

(Int)" dt pour tout n € N.

7 Etudier hm [u | dans chacun des cas suivants :
2) (eR\Z.

l)Z

\ 7
—vers 0si:

—+oo

3)

1)

lim
n—>+o0 14+ u,

@ Soient (4, )pen et (Vy)nen deux suites a valeurs dans
[0, 1]. Montrer que si hm u,v, =1, alors :

N[ =

LeZ.

‘ ® @ Soit (u,),en une suite. Montrer que (u,,),ey CONVerge

LIMITE D’UNE SUITE

=0.

2) (uy)ney st bornée et nl}ﬂm T

‘ 8 ‘ @@ Soient (a,,),en et (b,)nen deux suites strictement

Ant1 +1
positives. Montrer que si —— < ——
an bn
avec lim b, =0, alors lim a,=0.
n—+oo n—+oo

pour tout n € N

‘ 9 ‘ @@ Soit (u,)ney Une suite strictement positive. On

u
o suppose( ntl convergente de limite £.
u

n neN
1) Etudier ligrn u, dans le cas ot £ < 1.
n—+0oo

2) Méme question dans le cas ot £ > 1.
3) Pourquoi ne peut-on pas conclure si { =17?

‘ 10 0 ‘ ® (® @ Etudier la nature des suites (u,),cy- pour les-

u, 1
“quelles u, ., = + — pour tout n € N*.
n?

@ SUITES EXTRAITES

Montrer que la suite de terme général u, n’a pas de
limite :
1) @ ou pour tout n = 2, u, est I'inverse du nombre
de diviseurs premiers de n.

\11\

. . n°m
2) O ouun=smT pour tout n € N.

"a“ @ Soit (u,)pey une suite réelle. Montrer que (u,,)pen
" est convergente dans les deux cas suivants :
1) (u,),en est croissante et (U, ) ey CONVErge.

2) (u2n )nEN’ (u2n+1)neN et (USH)HEN convergent.

‘ ‘ ™ @@ On ADMET l'irrationalité de 7. Le réel tann est
alors bien défini pour tout n € N. Montrer que la suite
(tann), ey ’a pas de limite.

‘ 1 ‘ O ®® Soit 8 € R\ nZ. Montrer qu’aucune des deux
~ " suites (cos(n@)) et (sin(n@))neN n’a de limite.

‘ 15 ‘ On pose u, = ﬁ—[ﬁ] pour tout n € N.
= 1) ®® Etudier nlgrnoo Up2.4n- En déduire que la suite
(u,)neny Ma pas de limite.
2) @@ Montrer que nlgnoo Up2p249an = % pour tous
a €N et b € N* pour lesquels a < b.

3) ® Montrer que [0, 1] est 'ensemble des va-
leurs d’adhérence de (u,)pen-

®® ® Montrer que [—1, 1] est 'ensemble des valeurs

‘ 16 ‘ d’adhérence de la suite (cos(ln n))

neN*"
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Soit (u,),ey une suite réelle.
1) @@ Soit x € R. Montrer que x est une valeur
d’adhérence de (u,) ey Si et seulement si :

Ve>0, YNeN, dn=N, |u,—x|<e.
2) @® @ On suppose que ligrn (Upsq —u,) = 0.
n—+0oo

Montrer que 'ensemble des valeurs d’adhérence
de (u,),ey €st un intervalle.

\17\

@ SUITES ADJACENTES

‘ ‘ @ @ Montrer que les suites (U, ) en €t (Vy)nen- SUi-
vantes sont adjacentes :

1) u,= - et v, = -
k=n+1k k=nk
. 1 1

2) un=l_[ 1+ﬁ et v,= 1+; u,

3) u, ——2v/n et v,=) —-—2vn+1
= vk i vk

1) Soit (u,,),en Une suite décroissante de limite
n

nulle. On pose S, =Z (=1)*u; pour tout n € N.
k=0
Montrer que les suites (Sy,)nen €t (Sons1)nen SONt
adjacentes, puis que la suite (S, ),y converge (cri-
tére spécial des séries alternées).
2) a) O® Pour tout n € N*, on pose :

n n
1 1
u, = k_gl E—lnn et v, = k_gl E—ln(n+1).

Montrer que les suites (i, ) en+ €t (Vp)pens SONt
adjacentes. Leur limite commune est appelée
la constante d’Euler et notée y.

k-1
b) ®®® En dedulrez( 1)

@ SUITES RECURRENTES u,.1 = f (u,)

"*\‘ Dans chacune des situations suivantes, étudier les va-

" riations de la fonction sous-jacente ou la position de son
graphe par rapport a la droite d’équation y = x, dé-
terminer quelques domaines stables intéressants, puis
étudier en fonction de u, la nature de la suite (u,),en
définie pour tout n € N par :

1) OO
a) Uy =u,—Inu,. b) u1=+2u,+3.
2
u
) Uy =1+Inu,. d) u =1+T".
u2 +u,
2) OO0 U= 5

LIMITE D’UNE SUITE

‘21 | ™ @ Onnote f la fonction x — v/2— x sur ]—00,2].
~~/ 1) Pour quelles valeurs de u, peut-on définir une suite
(4, )nen par la relation u, ., = f(u,)? On suppose
désormais que u, a une telle valeur.
2) a) Déterminer les points fixes de f et montrer qu’ils
sont points fixes de f o f.
b) Montrer que les points fixes de f o f sont ra-
cines d’'un polynome P de degré 4.
c) Vérifier que P admet —2 pour racine et en dé-
duire les points fixes de f o f.
3) Montrer que (u, ),y cOnverge et préciser sa limite.

‘ 22‘ @@ Soit (u,),en une suite. On suppose que uy > 0

n
et que U, = Zuk pour tout n € N.
k=0
1) Exprimer u,,; en fonction de u, pour tout n € N*.
2) Etudier lim u,.
n—+00
, u
3) Etudier lim (u,,; —u,), puis lim —* grice au
) n—>+c>o( n+l n)’ p n—+o0 n g

théoreme de Cesaro.

‘ ‘ @ ® Soit (u,),eyn une suite. On suppose que u, > 0
——etque u,y, =u, te ~!n pour tout n € N.
1) Etudier lim up,.
n—+oo
2) On pose v, = e"r pour tout n € N.
a) Montrer que nginoo(v”“ —v,)=1.

S . u A JO
b) En déduire lim —* grice au théoréme de
N n—+oo Inn
Cesaro.

@ COUPLES DE SUITES RECURRENTES

‘ ‘ @ @ Soient (x,)pen et (¥n)nen deux suites réelles. On
~ " suppose que x, < Y, et que pour toutn € N :
2x, + Yn Xp+2Y,
i1 = g et Ypu = — 3
Montrer que les suites (x,),en €t (¥n)ney SONt conver-

gentes de méme limite — que l'on précisera.

‘ ‘ @@ Soient (u,)ey €t (V,)nen deux suites pour les-
quelles uy > 0 et vy > 0 et pour tout n € N :
u, +v, 2u,v,
Upy1 = 2 et Vne1 =

U, +v,

Montrer que les suites (u et (v sont conver-
n/neN n/neN

gentes de méme limite — que l'on précisera.

@ @ Soient a, b > 0. On définit deux suites (a,,) ey €t

26
‘ ‘ (by)nen €n posant a, =a et by = b et pour toutn € N :
a,+b
Any1 = - 2 - et bn+1 = anbn'

Montrer que (a,)pen- €t (bp)nen+ SONt convergentes de
méme limite. Cette limite qu’on ne calculera pas est ap-
pelée la moyenne arithmético-géométrique de a et b.
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@ SUITES DEFINIES IMPLICITEMENT

‘ ‘ ® Soienta, b € Rpourlesquelsa < bet f E‘g([a b[ R)

On suppose que f est strictement croissante sur [a, b[
et que f(a)<Oet hn}?f(x) =+4o00.
X—

1) Montrer que pour tout n € N, 'équation f(x) =n
d’inconnue x € [a, b[ posseéde une et une seule
solution x,,.

2) Etudier la monotonie de la suite (x,),cy.

3) Etudier lim x,,.

n—+oo

‘ ‘ @@ Soient I un intervalle et (f,),ey une suite de
fonctions de I dans R. On suppose que pour toutn € N :

— I’équation f,(x) = 0 d’inconnue x € I possede une
et une seule solution x,,,

— la fonction f, est strictement croissante sur I,

— pourtout x €I :  f(x) < fr1(%).

1) Conjecturer, a partir d’'un dessin, le sens de mono-
tonie de la suite (x,),ex-

2) Prouver proprement cette conjecture.

‘29‘ OO

~”J 1) Montrer que I'équation x + tanx = n d’inconnue
T T \ .
x € ]_E’ E[ posséde une et une seule solution x,,

pour tout n € N.
2) Montrer que (x,,) ey CONverge et préciser sa limite.

30| ©C o
“~/ 1) Montrer que pour tout n € N, 'équation x™ = cos x
d’inconnue x € [0, 1] posséde une et une seule so-
lution x,,.
2) Montrer que (x,,) ey CONverge et préciser sa limite.

©0

‘ 31 ‘ 1) Montrer que pour tout n € N*, 'équation :

X"+x" L +x=1
d’inconnue x € R, possede une et une seule solu-
tion x,,.

2) Montrer que x;‘“ = 2x, — 1 pour tout n € N*,
3) Montrer que (x, ),en CONverge et préciser sa limite.

©O
\ 32 \ S S
“~J 1) a) Montrer que I'équation In x = —nx d’inconnue
x € R} possede une et une seule solution x,
pour tout n € N.
b) Etudier la monotonie de la suite (x,),ex-
c) Etudier lim x,.
n—+00
2) On pose y, = nx, pour tout n € N*.
a) Etudier lim y,.
n—+00

LIMITE D’UNE SUITE

b) Montrer que y, +Iny, = Inn pour tout n € N*,

puis que lim I _ 1.
—+oo Inn

@ BORNES SUPERIEURES/INFERIEURES

‘ 3 3 ‘ @ Déterminer les bornes inférieure et supérieure

* des parties suivantes : {( "+ | neN*}.
+
{p v p,qu*}.
VP+4q
(—l)kk| { Pq }
3 keN};. 4 ,q EN*¢.
) {k+1 ) p?+q? P4
1
5) {—| P.qE€EZ et paéq}-
p—q
‘3 4‘ ™ ® Soit A une partie non vide bornée de R. Montrer

— que: sup{lx yl | xyeA}—supA—mfA

‘ 35‘ ®®® Soit (an)nGN une suite positive. On suppose

~ que la suite Zak converge. Montrer que :
k=0 nEN

ol & (N) est l’ensemble des parties finies de N

® EPSILONOMETRIE
ET THEOREMES DE TYPE CESARO

‘ ‘ @@ Soient (u,),ey et (V,)nen deux suites réelles conver-
) gentes. Etudier 11m max {un, Y,

1) au moyen d’une expression simple de max {x, y}
en fonction de x, y et |x — y| pour tous x,y € R.
2) en revenant a la définition de la limite.

‘\377,‘ 1) ®®O Soit (u,)pen+ une suite complexe de li-
n

mite {. Montrerque:  lim 1 Z u. =1L (théo-
n—+oo n oy

réeme de Cesaro) en revenant a la définition de la

limite :

a) danslecasouf C.

b) dans le cas ol (u,),ey est réelle et £ = +o0.

2) O

a) Soit (u,),ey une suite réelle. Montrer que si

. u,
nl}-l;—noo(un+1 u,) =L €R, alors 11m 7 ={.

b) Soit (u,),ey Une suite strlctement posmve. Mon-
u
trer que si lim —*% = ¢ € [0,+0c0], alors

n—-+o00 Uy
lim /u, =

n—+00

n
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o .l (2n )
¢) En déduire lim et lim
n—+00 n

\78\ >0 Soit (A,),en+ Une suite strictement positive
" pour laquelle nginoo (Al +... +7Ln) = 400. Montrer que
pour toute suite réelle (u,),cy- de limite £ €R :
Aup+. o+ Au
lim =1 =Y.
n—+00 ),1+...+kn

‘ ‘ @@ ® Soient (a,)nen €t (bynen deux suites réelles
convergentes de limites respectives a et b. Montrer que :

n

. 1
nlgnoo 1 ;akbn_k =ab.

@ BOLZANO-WEIERSTRASS

‘ 40 ‘ G ®® Soit (u,),ey une suite complexe pour laquelle
u,

T Upyp = Upyq + - poUr tOUt n € N.

On pose m,, = max{lunl, [t 11 I} pour tout n € N.

1
1) Montrer que pourtoutn € N: m,; < (1+2) m,.

2) En déduire que m,, < e?m, pour tout n € N, puis
que la suite (u, ) ey €St bornée.

D’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il existe

une fonction ¢ : N — N strictement croissante pour
laquelle la suite (uw(n))neN converge.

3) Déterminer un réel a = 0 pour lequel pour tout
a
neN: }uw(n) —un} <

4) En déduire que la suite (u,),ey converge.

OO0
1) Soit (u,),en une suite complexe bornée. On sup-
pose que (i, ),y possede au plus une valeur d’adhé-
rence. Montrer que (u,),cy CcONverge.
2) Soit (u,),en une suite complexe bornée pour la-
quelle lim (Sun + uZn) =1.
n—+00

\41\

a) Que vaut la limite de (u,),cy si elle converge ?

b) Soit £, une valeur d’adhérence de (u,),en. On
note ¢ une fonction strictement croissante de
N dans N pour laquelle nlgrnoo Uym) = Lo-

i) Montrer que la suite (uzkw(n))neN
une limite £, € C pour tout k € N.
ii) Déterminer une expression explicite de £;
en fonction de k pour tout k € N.
iii) Montrer que la suite ({;)en €St bornée,
puis en déduire £,.
c) En déduire que la suite (u, ),y converge.

posséde

y @@ On appelle suite de Cauchy (de C) toute suite
complexe (u,)nen pour laquelle :
Ve>0, INeN, Vp,gq=N,
On appelle ouvert (de C) toute partie de C qui est un
voisinage de chacun de ses points et fermé (de C) toute
partie de C dont le complémentaire est un ouvert.

lup, —ugl <e.

LIMITE D’UNE SUITE

1) a) Montrer que toute suite de Cauchy est bornée.
b) Montrer que toute suite convergente est de Cau-
chy.
¢) Réciproquement, montrer que toute suite de
Cauchy est convergente.
2) a) Montrer que tout disque ouvert (resp. fermé)
de C est un ouvert (resp. fermé).
b) Soit D une partie de C. Montrer que D est fer-
mée si et seulement si la limite d’'une suite conver-
gente d’éléments de D appartient toujours a D.
3) Soient D un fermé de C et f : D — D une fonc-
tion contractante, i.e. pour laquelle :

celo,1], [F)=f )| <elx—yl.
On souhaite montrer que f possede un et un seul
point fixe (théoréeme du point fixe de Banach).
a) Montrer I'unicité d’un tel point fixe.
Soit (u,)ey Une suite quelconque pour laquelle
uy€Detu,y = f(u,) toutn eN.
|ty —uol
1—c
p €N et g = p, puis que (u, ) ey CONverge.
¢) En déduire que f posséde un point fixe.

Vx,y €D,

b) Montrer que |u, —ug| < c? pour tous

@ SUITES COMPLEXES

‘ 43‘ GlE)
——/ 1) a) Soient (rn)neN et (0, ),en deux suites réelles conver-
gentes. Etudier 11m r, el

b) Soit (2,)nen une su1te complexe convergente.
Etudier lim |2,

T T
2) a) Montrer que pour tout x € [ 2 2 ]

[sinx| = — |x]|.
T

b) Soit (z,),ey Une suite complexe convergente
de limite 1. Etudier lim arg(z,).
n—+o0o
im+ G :
3) a) Onposez, =e 2" pour tout n € N. Etu-
dier lim z,et lim arg(z,).
n—too " n—+00 g( n)
b) @ OO Soit (2,),ey une suite complexe conver-
gente dont la limite n’appartient pas a R_. Etu-
ier lim ar .
die im _a 2(2,)

\474\ G ® Soit (2,,),ey une suite complexe pour laquelle
N z,+ |z , .
Zps1 = 2+ 2l pour tout n € N. Etudier la convergence

de (2,),ey €t sa limite éventuelle.




